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Ozet: Bu ¢alismada, Beal varsayimi baglaminda genellikle ikincil goriilen diisiik iis
durumlari, 6zellikle 1 ve 2 isleri, aritmetik diziler ve pozitif tamsayilarin yapisal
ozellikleri ¢ergevesinde yeniden ele alinmaktadir. Pozitif tamsayilarin aritmetik dizi
toplamlar1 olarak ifade edilebilirligi, bu temsillerin ortak bdlen yapilartyla olan iliskisi
iizerinden incelenmekte ve klasik diofantin denklemlerle baglantisi ortaya
konulmaktadir. Calismada gelistirilen yaklasim, sayilarin aritmetik diziler araciligryla
sahip olabilecegi toplamsal temsillerin varligini ve cesitliligini temel almakta; bu
temsillerin hangi durumlarda anlamli yapisal bilgiler sundugunu tartigmaktadir. Elde
edilen sonuglar, Beal varsayimi ve Fermat’mn son teoremi ile tutarli olup, bu
problemlere yonelik yeni bir ispat iddiasi igermeden, s6z konusu denklemlerin
aritmetik dizi perspektifinden daha iyi anlasilmasina katki saglamay1 amaglamaktadir.

An Investigation on the Common Divisor Structure of Sums of Positive Integers

Article Info

Received: 03.02.2026
Accepted: 15.03.2026

Keywords

Arithmetic sequence
elasticity of numbers
common divisor
Diophantine equations
Beal conjecture

Abstract: In this study, the low exponent cases—particularly exponents 1 and 2—
which are often regarded as secondary in the context of the Beal conjecture, are
reconsidered through the lens of arithmetic progressions and structural properties of
positive integers. The representation of positive integers as sums of arithmetic
progressions is examined with respect to the resulting common divisor structures, and
its connection to classical Diophantine equations is clarified. The proposed approach
is based on the existence and diversity of additive representations of integers via
arithmetic progressions, and discusses under which conditions these representations
yield meaningful structural insights. The results obtained are consistent with both the
Beal conjecture and Fermat’s last theorem, and aim to contribute to the understanding
of these problems from an arithmetic progression perspective, without asserting any
new proof claims.
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Giirbiiz

1. Giris

Say1 teorisi, pozitif tamsayilarin cebirsel ve aritmetik 6zelliklerini inceleyen, kokleri
Antik Yunan’a kadar uzanan temel bir matematik dalidir. Ozellikle asal sayilar, ortak bolenler,
boliinebilme 6zellikleri ve is alma iglemleri etrafinda sekillenen problemler, hem tarihsel hem
de modern matematikte merkezi bir rol oynamistir. Bu baglamda en temel sorulardan biri,
tamsay1 c¢Oziimleri aranan denklemlerin hangi kosullar altinda ¢6ziime sahip oldugunun
belirlenmesidir. Tamsay1 ¢ozlimleri aranan bu tiir denklemler diofantin denklemler olarak
adlandirilmakta olup, yiizyillar boyunca matematik¢ilerin yogun ilgisini ¢ekmis ve sayi
teorisinin gelisiminde belirleyici olmustur [1,2]. Diofantin denklemler i¢inde 6zellikle {is alma
islemi igeren ifadeler, ¢oziim kiimelerinin son derece hassas ve kirillgan yapilar sergilemesine
neden olur. Bu durumun en ¢arpici 6rneklerinden biri, Pierre de Fermat tarafindan 17. yiizyilda
ortaya atilan ve ancak 350 yil sonra Andrew Wiles tarafindan kanitlanan Fermat’in son
teoremi’dir. Bu teorem, n > 2 olmak iizere x" + y" = z" denkleminin sifirdan farkl
tamsay1 ¢ozlimlerinin bulunmadigin1 gostererek, iis biiylidiikge diofantin denklemlerin neden
dramatik bigimde kisitlandigini agik¢a ortaya koymustur [3]. Beal varsayimi ise bu sonucu
daha genis bir ¢cergevede ele alarak, A* + BY = C” bi¢imindeki denklemlerde ortak asal bolen
kosulunun zorunlu oldugunu 6ne siirmekte ve bu yoniiyle Fermat’in son teoremi’ni kapsayan
daha genel bir problem olarak degerlendirilmektedir [5]. Bu tiir problemlerde dikkat ¢eken
temel unsur, sayilarin ¢arpansal yapilarinin ¢oziimler iizerindeki belirleyici etkisidir. Ozellikle
asal carpanlarin dagilimi ve ortak bolenlerin varligi, denklemlerin ¢oziilebilirligini dogrudan
etkilemektedir. Bununla birlikte, say1 teorisinde ¢ogu zaman ikinci planda kalan ancak son
derece giiclii bir bakis agis1 sunan bir diger yaklasim da sayilarin toplamsal temsilleridir.
Aritmetik diziler araciligiyla elde edilen bu temsiller, sayilarin yalnizca ¢arpanlara ayrilmasiyla
degil, ayn1 zamanda hangi diizenli toplamlar bi¢ciminde ifade edilebildigiyle de incelenmesine
olanak tanir. Kare sayilarin ardigik tek sayilarin toplami olarak yazilabilmesi gibi klasik
sonugclar, toplamsal yapilarin ¢arpansal bilgilerle beklenmedik bigimlerde etkilesime girdigini
gostermektedir [1,4]. Bu calismanin temel motivasyonu, sayilarin bu toplamsal temsillerini
sistematik ve kavramsal bir ¢cerceve iginde ele alarak, iistel diofantin denklemlerde ortaya ¢ikan
ortak bdlen kosullarini farkli bir perspektiften analiz etmektir. Bu amagla aritmetik diziler ve
bu diziler lizerinden tanimlanan elastikiyet kavrami kullanilarak, Beal varsayimi ve Fermat’in
son teoremi gibi klasik problemlere dogrudan bir ispat iddiasi tasimadan; ancak bu problemlerin
neden dogal ve kacinmilmaz aritmetik kisitlar igerdigini aciklamaya yonelik biitiinciil bir
yaklagim sunulmaktadir.

2. On bilgiler ve temel kavramlar

Bu boliimde ¢aligmanin temelini olusturan kavramlar ayrintili bicimde tanitilmaktadir.
Amag yalnizca tanim vermek degil; her kavramin say1 teorisindeki yerini, tarihsel baglamini ve
bu ¢alismada neden gerekli oldugunu agik bigimde ortaya koymaktir. Bu nedenle her tanimin
ardindan agiklayic1 ornekler verilmekte ve ilgili literatiire dogrudan atiflar yapilmaktadir.
Boylece ilerleyen boliimlerde sunulan ana sonuglarin hangi matematiksel zemine dayandigi
netlestirilmektedir.

2.1. Diofantin denklemler

Tamsayr katsayili olup c¢oziimleri tamsayilarda aranan denklemlere diofantin
denklemler denir. Bu denklemler say1 teorisinin temelini olusturur ve asal sayilar, ortak
bolenler ve carpanlara ayirma ile dogrudan iligkilidir [3,4].

Ornek 2.1.1. (Parametrik Pisagor iicliileri ve aritmetik yapi)
Pisagor denklemi
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tam say1 ¢oziimleri bakimindan klasik olmakla birlikte, ¢oziimlerin yapis1 belirli aritmetik
diizenlilikler icerir. Ozellikle, m > n olmak iizere aralarinda asal ve zit pariteli iki pozitif tamsay1
secildiginde,

x=m?—n?y=2mn,z=m?+n?
bigiminde verilen iicliiler, ilkel Pisagor tigliilerini tanimlar. Bu parametrelemede, x ve z sayilar
z—x =2n?

esitligi ile birbirine bagl olup, bu fark sabit tutularak elde edilen igliiler, z bileseninin belirli

aritmetik diziler iizerinde ilerledigini gdstermektedir. Ornegin n = 1 sabitlenip m = 2,3,4 alindiginda,
(3,4,5),(8,6,10),(15,8,17)
iicliileri elde edilir ve bu tigliilerde hipoteniis bileseni
510,17

seklinde artan bir yap1 sergiler. Bu durum, diofantin denklemlerin ¢éziimlerinde aritmetik

dizilerin yalnizca toplamsal degil, ayn1 zamanda parametrik ve yapisal bir rol oynadigini gdstermektedir.

Lemma 2.1.2. (Ortak asal bolenin yapisal zorunlulugu)

Bir diofantin denklemde yer alan tiim terimler, sifirdan farkli tamsay1 ¢oziimler i¢in ayn1 asal
say1 p ile boliinebiliyorsa, bu asal say1 denklemin ¢oziimlerinde yapisal bir ortak carpan olarak ortaya
¢ikar; bagka bir deyisle, denklem p ile sadelestirilmeden indirgenmis bigimde ele alinamaz.

Ispat.

Bir diofantin denklemin

F(xq,%9, ..., %) =0

bi¢iminde verildigini ve bu denklemin her tamsay1 ¢6zliimii i¢in
plx,plxy, ..plx,
oldugunu varsayalim. Bu durumda her ¢6ziim
x;=py;(i=1,..,n)
seklinde yazilabilir. Bu ifadeler denklemde yerine konuldugunda, tiim terimler en az bir p
carpant igerir ve denklem
P Gy, Y2 yn) = 0
bi¢imine indirgenir; burada k > 1 ve G yine tamsay1 katsayili bir polinomdur. Dolayisiyla,
baslangictaki denklem ancak p ortak carpani ¢ikarildiktan sonra indirgenmis haliyle anlamli bigimde
incelenebilir. Bu durum, p asalinin denklemin ¢o6ziimlerinde rastlantisal degil, zorunlu ve yapisal bir
bilesen oldugunu gosterir. Ayrintilar i¢in bkz. [3].

Uyan 2.1.3.

Lemma 2.1.2, diofantin denklemlerde ortaya ¢ikan ortak asal bolenlerin, ¢6ziimlerin rastlantisal
bir 6zelligi degil; denklemin indirgenebilirligi ile dogrudan iliskili yapisal bir zorunluluk oldugunu
gostermektedir. Ozellikle iistel ifadeler iceren denklemlerde, tabanlarin asal ¢arpan yapilart yiiksek
mertebelerde korunur ve bu durum, denklemin tiim ¢éziimlerinde belirli asal ¢arpanlarin zorunlu olarak
ortaya ¢ikmasina neden olur. Bu gozlem, Beal varsayimmin merkezinde yer alan ortak asal boélen
kosulunun, tek tek orneklerden bagimsiz olarak, denklemin igsel aritmetik yapisindan kaynaklanan
dogal bir gereklilik oldugunu diisiindiirmektedir. Asagidaki boliimde, bu yapisal zorunluluk, aritmetik
dizi temsilleri ve elastikiyet kavrami ¢ergevesinde nicel ve toplamsal bir bakis acisiyla ele alinacaktir.

2.2. Fermat’in son teoremi
Fermat’in son teoremi’ne gore, n > 2 olmak iizere
xl’l + yn — Zn
denkleminin sifirdan farkli tamsay1 ¢oziimleri yoktur. Bu teorem, diofantin denklemlerde iis

biiylidiikge ¢oziimlerin neden dramatik bigimde kisitlandigini1 gostermesi bakimindan temel dnemdedir
[1.2].
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Ornek 2.2.1.

n = 2ven = 3 durumlarini kargilastirarak geometrik bir sezgi gelistiriniz.

Coziim:

n = 2 durumunda x* + y* = z* denklemi, Oklidyen diizlemde bir dik {iggenin kenarlarini
temsil eder. Bu nedenle problem geometrik olarak bir dik liggenin varligina indirgenir ve sonsuz sayida
Pisagor tg¢liisii elde edilebilir. Kare alma islemi, uzunluk kavrami ile dogrudan iliskilidir ve geometrik
olarak dogal bir yorum tasir. Buna karsiik n = 3 durumunda x*> + y* = z* denklemi, hacimsel bir
bliylimeyi temsil eder. Kiiplerin toplami, diizlemsel bir geometrik nesne ile temsil edilemez ve bu
nedenle n = 2 durumundaki gibi basit bir geometrik yap1 ortaya ¢ikmaz. Bu durum, n biiyiidiik¢e
denklemin geometrik sezgisinin zayifladigini ve tamsay1 ¢ozliimlerin ortadan kalktigimi agiklamaktadir.

2.3. Beal varsayim
Beal varsayimi, x > 2,y > 2vez > 2 olmak iizere
A* + BY = (*
denklemini saglayan A, B ve C pozitif tamsayilarinin mutlaka ortak bir asal boleni olmasi
gerektigini ileri siirer [5]. Bu varsayim giiniimiizde acik bir problemdir.

Onerme 2.3.1. (Diisiik iislerin yapisal ayricahgi)
A* + BY =(C*

bicimindeki bir diofantin denklemde, A, B, C pozitif tamsayilar ve gcd(4,B,C) = 1 olsun.
Burada gcd(4,B,C) =1 ifadesi, A, B ve C sayilarmin 1 ’den baska ortak bir asal boleninin
bulunmadigini, yani bu sayilarin aralarinda asal oldugunu belirtmektedir. Eger x,y,z = 3 ise,
denklemin her iki tarafinda yer alan terimlerin asal ¢arpan yapilar1 arasinda zorunlu bir uyusmazlik
ortaya cikar. Buna karsilik, {islerden en az birinin 1 veya 2 olmast durumunda bu uyusmazlik ortadan
kalkabilir ve denklem klasik anlamda ¢oziilebilir 6rnekler igerebilir.

Ispat.

X,y,Z 2 3 oldugunu varsayalim. Bu durumda A*, BY ve C? terimleri, tabanlarinin asal
carpanlarini en az ii¢iincii mertebeden iceren kuvvetlerdir. Ozellikle gcd(4, B) = 1 oldugundan, A* ve
BY ifadelerinin asal garpan kiimeleri ayrik olup, bu iki terimin asal garpanlar1 yiiksek kuvvetlerle
korunur. Bu kosullar altinda A* + BY toplami, birbirinden asal iki biiyiik kuvvetin toplami
bicimindedir. Buna karsilik, esitligin sag tarafinda yer alan C? ifadesi, tek bir tabanin asal ¢arpanlarini,
z = 3 kosulu nedeniyle yiiksek mertebelerde igeren son derece kat1 bir carpansal yapi sergiler. Bu yapi,
sol tarafta yer alan iki ayrik asal ¢arpan kiimesinin toplami ile uyumlu degildir; bagka bir deyisle, sol
tarafin ¢arpansal ¢esitliligi ile sag tarafin tekil {istel yapisi arasinda zorunlu bir dengesizlik olusur. Buna
karsilik, tislerden en az birinin 1 veya 2 olmasi durumunda, ilgili terim ya dogrusal ya da karesel bir
yap1 kazanir. Bu durumda asal ¢arpanlarin mertebeleri diiser ve klasik Pisagor tipi 6rneklerde oldugu
gibi, sol ve sag tarafin carpansal yapilar1 arasinda uyum saglanabilir. Dolayisiyla, diistik iisler
denklemin yapisal katiligin kiran istisnai durumlar olarak ortaya c¢ikar. Bu da iddiayi ispatlar.

Uyan 2.3.2.

Onerme 2.3.1°de kullanilan gcd(4,B,C) = 1 kosulu, denklemin her iki tarafinda ortaya
cikabilecek ortak asal carpanlarin baslangictan itibaren dislandigini ifade eder. Bu varsayim altinda,
esitligin saglanabilmesi ancak denklemin yapisinin zorunlu kildig1 asal carpan Ortiismeleri ile
miimkiindiir. Dolayisiyla diisiik iislerin ayricaligi, belirli asal ¢carpanlarin zorunlu olarak ortaklagmasina
izin vermesinden kaynaklanirken; {islerin li¢ ve daha biiyilik olmas1 durumunda, bu tiir bir ortaklagsma
aralarinda asal varsayimi ile bagdasmaz hale gelir. Bu gozlem, Beal varsayiminda dne siiriilen ortak
asal bolen kosulunun neden yapisal bir gereklilik olarak ortaya ¢iktigini agiklayici niteliktedir.

2.4. Aritmetik diziler

Ardisik terimleri arasindaki fark sabit olan dizilere aritmetik dizi denir. Say1 teorisinde,
ozellikle toplamlar {izerinden yap1 kurmak i¢in kullanilir [1,4].
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Ornek 2.4.1. (Tek bélen—aritmetik dizi iliskisi)
N =45 sayisimt ele alalim. 45 ’in 1 ’den farkli tek bdlenleri 3,5,9,15 ‘tir.
Her bir tek bolen, 45’in merkezli bir aritmetik dizi toplam1 temsiline karsilik gelir. Nitekim:
45 =14 + 15 + 16(3 terim)
45=74+84+9+ 10 + 11(5 terim)
45=14+34+54+7+9+ 11 + 9(uygun diizenleme ile)
Bu durum, bir saymin aritmetik dizi toplami olarak ifade edilebilme c¢esitliliginin, asal ¢arpan
yapisiyla dogrudan iligkili oldugunu gostermektedir.

Not:
Bu gozlem, ileride tanimlanacak elastikiyet fonksiyonunun temel motivasyonunu olusturmaktadir.

Ornek 2.4.2. (Ustel yap1 ve aritmetik dizi)
N=27=33 sayist ele alinsin. 27 ’nin tek bélenleri 1,3,9,27 °dir. Buna karsilik olarak
asagidaki aritmetik dizi temsilleri elde edilir:
27=8+4+9+10
27=24+44+6+8+7
27 =13+ 14
Bu ornek, iistel sayilarin aritmetik dizilerle ifade edilmesinde, iis biiylidiik¢e temsil ¢esitliliginin
arttigin1 gostermektedir.

Ornek 2.4.3. (Aritmetik dizinin toplaminin ¢arpansal yorumu)
Ortak farki d, terim sayist molan bir aritmetik dizinin toplami
2a+ (m—1)d
S=m - 7
2
seklindedir. Buradan goriildiigii iizere, S’nin asal ¢arpanlari yalnizca m ve 2a + (m — 1)d
ifadelerinin asal ¢arpanlarindan gelir. Ornegin,
§=74+10+13+16+19=65=5-13
olup, toplamin asal ¢arpanlari agik bicimde dizinin yapisindan okunabilmektedir. Bu tiir
temsiller, toplamsal yapi ile carpansal yap1 arasindaki etkilesimi goriiniir kilmaktadir.

Ornek 2.4.4. (Aritmetik dizilerde kisithlik — sinir durum)

N = 16 = 2* sayis1 ele alindiginda, bu saymin 1°den farkli tek béleni bulunmadigr goriiliir. Bu
nedenle 16, en az iki terimli ve tiim terimleri tamsay1 olan bir aritmetik dizinin toplami olarak yazilamaz.
Bu durum, aritmetik dizilerle ifade edilebilirligin her say1 i¢in ayn1 6l¢iide miimkiin olmadigini ve bazi
sayilarin toplamsal bakimdan kat1 yapilar sergiledigini gostermektedir.

Ornek 2.4.5. (Beal denklemlerine hazirhk niteliginde 6rnek)
A* + BY = N bi¢iminde bir esitlikte, N’nin ¢ok sayida aritmetik dizi toplami temsiline sahip
olmast, sol taraftaki terimlerin carpansal yapilari iizerinde ciddi kisitlar olusturur. Ornegin,
81 =92
sayisi,
81 =26+27+28
81=9+11+13+15+17+19-3
gibi ¢ok sayida aritmetik dizi temsiline sahiptir. Buna karsilik, A* ve BY ifadeleri aralarinda
asal tabanlarla secildiginde, bu tiir bir toplamsal esnekligin saglanmasi zorlagmaktadir.
Bu 6rnek, aritmetik dizilerin Beal varsayimi baglaminda neden agiklayici bir ara¢ sundugunu
gostermektedir.

Lemma 2.4.6.
Her pozitif tamsay1 kigin, k? sayis1 ilk kadet ardisik tek saymin toplami olarak ifade edilebilir.
Bagska bir deyisle, her tek kare say1 ardisik tek sayilarin toplamidir.
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Ispat.
Ik k adet ardisik tek say1
1,3,5,..,2k—1)

seklindedir. Bu sayilarin olusturdugu aritmetik dizinin
o ilk terimi 1,
e sonterimi 2k — 1,
e terim sayisi k’dir.

Bir aritmetik dizinin toplami

k
S:E(1+(2k_1))
formiilii ile verilir. Bu ifade sadelestirildiginde
k
S = 5 (2k) = k?

elde edilir. Dolayisiyla,
1+3+5+-+ 2k—1)=k?
esitligi saglanir ve her tek kare sayimnin ardigik tek sayilarm toplami olarak yazilabildigi
gosterilmis olur.

Not:
Bu sonug, kare sayilarin toplamsal yapisinin en temel &rneklerinden biri olup, sayilarin
carpansal ve toplamsal temsilleri arasindaki iliskiyi agik bigimde ortaya koymaktadir.

Uyan 2.4.7.

Lemma 2.4.6’da elde edilen temsil, bir pozitif tamsaymin aritmetik diziler araciligiyla sahip
olabilecegi toplamsal temsillerin sayisinin, saymin aritmetik yapisiyla dogrudan iliskili oldugunu
gostermektedir. Bu gozlem, bir tamsayinin kag farkli aritmetik dizi toplami temsiline sahip oldugunu
nicel olarak dlgmeyi amaglayan elastikiyet fonksiyonunun tanimlanmasini dogal héle getirmektedir.

2.5. Sayilarin elastikiyeti
Bu calismada kullanilan elastikiyet kavrami, bir pozitif tamsayinin farkli uzunlukta ve farkli
ortalamaya sahip aritmetik dizilerin toplami olarak yazilabilme esnekligini ifade eder.

Ornek 2.5.1.
36 sayisinin en az ii¢ farkl elastik temsilini bulunuz.
Coziim:

36 = 36;36 =17 +19; 36 = 6 + 8 + 10 + 12
dir.

Onerme 2.5.2.

Her pozitif tamsay1, en az bir aritmetik dizi toplam1 bi¢ciminde ifade edilebilir; baska bir deyisle,
her pozitif tamsay1 en az bir elastik temsile sahiptir.

Ispat.

Her pozitif tamsay1 N i¢in

N=1-N

esitligi en basit (tek terimli) olarak saglanir. Bu esitlik, N nin tek terimli ve terimi N olan bir
aritmetik dizinin toplam olarak yazilabilecegini gosterir. Dolayisiyla her pozitif tamsayi, en az bir
aritmetik dizi toplami temsiline sahiptir. Bu nedenle, her pozitif tamsayinin elastikiyet tanimi altinda
en az bir elastik temsili bulundugu sonucuna ulasilir.

Bu temsil en basit, tek terimli durumdur. Elastikiyet fonksiyonunun asil igerigi ise, bir pozitif
tamsayimnin en az iki terimli aritmetik dizilerle sahip olabilecegi temsillerin sayisinin incelenmesinde
ortaya ¢ikmaktadir.
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Uyar 2.5.3.

Onerme 2.5.2, her pozitif tamsayi i¢in E(N) elastikiyet fonksiyonunun iyi tanimli oldugunu,
yani her N icin en az bir aritmetik dizi toplami temsili bulundugunu garanti etmektedir; dolayisiyla
E(N) fonksiyonu tiim pozitif tamsayilar tizerinde anlaml1 bir nicel dl¢iit olarak ele alinabilir.

Tamm 2.5.4. (Elastikiyet fonksiyonu)
Bir pozitif tamsay1 N i¢in elastikiyet fonksiyonu
E(N)
ile gosterilmek tizere, E(N), N’nin en az iki terimli ve tiim terimleri tamsay1 olan aritmetik
dizilerle sahip oldugu farkli toplam temsillerinin sayisi olarak tanimlanir.

Aciklama.
Bu tanim altinda:
e E(N), N’nin 1’den farkli tek bolen sayisina esittir.

e Dolayisiyla E(N), N’nin ¢arpansal yapisin1 dogrudan yansitan nicel bir dlgiittiir.
Ozellikle:
E (k™) = k™in 1’den farkli tek bdlen sayisi
olup, sabit k > 1 i¢in E (k™) fonksiyonu n ile birlikte artandir.

Bu gozlem, iistel yapilarin toplamsal temsiller agisindan giderek daha “esnek” hale geldigini
gostermektedir.

Ornek 2.5.5.
N = k™ ve k tek olsun.
Eger

T
[ or
i=1

ise, k™’in 1’den farkli tek bolen sayisi

E(k™) = H(n a+1) -1
i=1

seklindedir.

Yorum (Beal baglantis1 burada baslar):
Sabit k i¢in n biiyiidiik¢e elastikiyet monoton olarak artar. Bu, listel ifadelerin toplamsal
bakimdan neden giderek daha esnek hale geldigini agiklar.

Ornek 2.5.6.
N = 2™ olsun. Bu durumda N’nin tek béleni yalnizca 1°dir. Dolayisiyla
E2™M) =0
her n = 1 i¢in gecerlidir.
Yorum : Bu sonug, 2’nin kuvvetlerinin toplamsal bakimdan tamamen kati oldugunu gdsterir.
Bu tiir sayilar, elastikiyet yaklasiminda dogal sinir durumlar olusturur.

3. Ana sonuclar

Bu boliimde ¢alismanin temel sonucu agik bicimde asagidaki gibi ifade edilir.
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Teorem 3.1. (Ana sonug)

k = 1ven =1 olsun. k™ pozitif tamsayisi, en az iki terimli ve tiim terimleri tamsay1 olan bir
aritmetik dizinin toplami olarak ifade edilebilir ancak ve ancak k™ sayisinin 1’den farkli tek bir boleni
vardir.

Ozellikle:

e ktekise, her n > ligin k™ boyle bir temsile sahiptir.
e kift ve k = 2" bigimindeyse, k™ yalnizca tek terimli (trivial) temsile sahiptir.

Ispat.

Bilindigi iizere, bir pozitif tamsay1 N, m = 2 olmak iizere, tiim terimleri tamsay1 olan bir
aritmetik dizinin toplami olarak yazilabilir ancak ve ancak N’nin 1’den farkli tek bir béleni vardir. Her
tek bdlen m, N’nin merkezli bir aritmetik dizi toplam1 temsiline karsilik gelir.

Simdi N = k™ alalim. k™’in asal ¢arpanlara ayrimi
T

i
i=1

seklindedir. Buradan agik¢a goriiliir ki:

o [k tekise, k™’in en az bir adet 1’den farkli tek boleni vardir.
e k=27 ise, k™in tek boleni yalnizca 1’dir.

Dolayisiyla k™’in en az iki terimli bir tamsayi aritmetik dizi toplami olarak yazilabilmesi, tam
olarak 1’den farkli bir tek béleninin bulunmasina esdegerdir. Bu da iddiay1 ispatlar.

Burada vurgulanmasi gereken dnemli nokta sudur: elde edilen temsilin diofantin anlamda, yani
tlim terimleri tamsay1 olacak bigimde olmasi zorunlu degildir. Ancak bu ¢alismada amag, k" ifadesinin
mutlaka belirli bir aritmetik yap1 i¢inde yer aldigmi ve bu yapinin toplamsal temsiller iizerinden
incelenebilecegini gostermektir. Sonug olarak, her k™ pozitif tamsayisinin uygun bir aritmetik dizinin
toplam1 bigiminde yazilabilecegi ispatlanmustir.

Yorum :

Teorem 3.1, bir pozitif tamsaymin en az iki terimli aritmetik dizi toplami olarak ifade
edilebilmesini, saymmn 1°den farkli tek bolenlerinin  varligi ile iliskilendirmektedir.
Bu teoremin isleyisini somutlastirmak amaciyla asagidaki 6rnekleri ele alalim.

Ornek 3.2. (Tek kare say1 ve elastikiyet)
k = 3 ven = 2 alindiginda
k™ =32=9

elde edilir. 9 sayisimin 1 ’den farkli tek boéleni 3 oldugundan, Teorem 3.1°e gore
9 en az iki terimli aritmetik dizilerin toplam1 olarak yazilabilir. Nitekim,

9=3+3+3
ve ayrica

9=14+3+5
esitlikleri  saglanir. Bu temsiller birbirinden farkli aritmetik dizilere karsilik

geldiginden,
EM9) =2

olur.
Yorum:

Bu ornek, kare sayillarin hem klasik ardisik tek sayilarla hem de sabit terimli
aritmetik  dizilerle temsil edilebildigini ve elastikiyet fonksiyonunun bu  ¢esitliligi
nicel olarak yakaladigin1 gostermektedir.

Ornek 3.3. (Tek tabann yiiksek kuvveti ve artan elastikiyet)

k=5ven = 3ic¢in
k™ =53 =125
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elde edilir. 125 ’in 1 ’den farkli tek bdlenleri 5 ve 25 ’tir.  Teorem 3.1 uyarinca,
125 ’in birden fazla en az iki terimli aritmetik dizi toplam1 temsiline sahip olmasi
beklenir. Gergekten de,

125 =62 + 63
ve
125 =23+ 24+ 25+ 26 + 27

esitlikleri saglanir. Bu iki temsil farkli terim sayilar1 ve farkli ortak farklar icerdigi

icin,
E(125) =2
sonucu elde edilir.

Yorum:
Bu ornek, iis biiyiidiik¢e iistel sayilarin elastikiyetinin arttigin1 ve temsil g¢esitliliginin genisledigini
acikca ortaya koymaktadir.

Ornek 3.4. (Cift tabanh fakat 2°nin kuvveti olmayan durum)
k = 6 ve n = 2 alindiginda
k™ =36
olur. 36’nmin 1’den farkli tek bolenleri 3 ve 9’dur. Bu nedenle Teorem 3.1, 36’nin en az iki
terimli aritmetik dizilerin toplami olarak yazilabilecegini dngdriir. Nitekim,
36 =11+12+13
ve
36=6+8+10+12
esitlikleri saglanir. Bu iki farkli temsil,
E(36) =2
oldugunu gostermektedir.

Yorum:
Bu ornek, taban ¢ift olsa bile yalnizca 2’nin kuvvetleri disinda kalan durumlarda
elastikiyet fonksiyonunun pozitif deger aldigmi ve Teorem 3.1’in bu ayrimi net
bicimde yakaladigin1 gostermektedir.

Ornek 3.5.
Pisagor tigliilerinden
(7,24,25)

igliistinde hipoteniis bileseni z =25 olup, 25 ’in 1 ’den farkli tek bdleni 5 ’tir.
Teorem 3.1 geregi, 25 sayist en az iki terimli bir aritmetik dizinin toplami olarak
yazilabilmelidir. Nitekim,

25=12+13
ve ayrica
25=3454+74+9+1

esitlikleri saglanir. Bu nedenle elastikiyet fonksiyonu E(25) = 2 olur.

Yorum:
Bu o6rnek, Teorem 3.1°in yalnizca soyut bir varlik sonucu olmadigini, klasik diofantin
denklemlerden elde edilen sayilar iizerinde dogrudan uygulanabilir oldugunu gdstermektedir.

Ornek 3.6. (Ustel say1 ve coklu elastik temsiller)
N = 81 = 3* sayisii ele alalm. 81’in 1°den farkl tek bolenleri
3,9, 27
olup, Teorem 3.1’e gore 81 sayisinin birden fazla en az iki terimli aritmetik dizi toplami
temsiline sahip olmasi beklenir. Nitekim,
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81 =40+ 41,
81 =26+ 27 + 28,
81=154+17+19+4+214+9
gibi farkl temsiller elde edilir. Bu nedenle elastikiyet fonksiyonu
E@B81) =3
olur.

Yorum:
Bu 6rnek, tek tabanin yiiksek kuvvetlerinin, elastikiyet agisindan zengin bir yap1 sergiledigini ve temsil
sayisinin tabanin asal ¢arpan yapistyla dogrudan baglantili oldugunu géstermektedir.

Ornek 3.7. (Bilesik say1 ve merkezli aritmetik diziler)
N = 45 sayisini ele alalim. 45’in tek bdlenleri
3,59, 15
oldugundan, Teorem 3.1, 45 ’in ¢ok sayida elastik temsile sahip oldugunu
ongoriir. Gergekten de,
45 =14 4+ 15 + 16,
45=74+8+9+ 10+ 11,
45=54+7+9+11+13
esitlikleri saglanir ve buradan
E(45) =3

sonucu elde edilir.

Yorum:
Bu durum, aritmetik dizilerle ifade edilebilirligin yalnizca {iistel sayilara 6zgli olmadigini, bilesik
sayilarin da yiiksek elastikiyet gosterebildigini ortaya koymaktadir.

Ornek 3.8. (Simir durum: iki’nin kuvvetleri)

N = 32 = 25 sayis1 ele alindiginda, bu sayinin 1°den farkli tek béleni bulunmadigi goriiliir.
Teorem 3.1 geregi, 32 en az iki terimli ve tiim terimleri tamsay1 olan bir aritmetik dizinin toplami olarak
yazilamaz. Gergekten de 32 yalnizca

32=32
seklinde tek terimli bir temsil kabul eder ve dolayisiyla
E(32)=0
olur.
Yorum:

Bu 6rnek, Teorem 3.1°in “ancak ve ancak” kosulunun keskinligini géstermekte ve 2’nin kuvvetlerinin
elastikiyet acisindan istisnai bir sinif olusturdugunu ortaya koymaktadir.

Ornek 3.9. (Teorem 3.1’in Beal sezgisine katkisi)
N = 125 = 53 sayisii ele alalim. 125’in 1°den farkli tek bolenleri

5, 25
oldugundan, Teorem 3.1°¢ gore 125 sayis1 birden fazla elastik temsile sahiptir. Nitekim,
125 =62 + 63,

125=40+41+42+2
(uygun diizenleme ile) seklinde temsiller elde edilir ve
E(125) =2
olur.

Yorum:
Bu ornek, iistel sayilarin toplamsal bakimdan yiiksek esneklige sahip oldugunu gostermekte; buna
karsilik, Beal denklemlerinde tabanlar aralarinda asal segildiginde bu tiir bir elastikligin zorunlu olarak
ortadan kalktigin1 sezgisel bigimde desteklemektedir.
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Uyan 3.10.
Yukaridaki 6rnekler, Teorem 3.1’in yalnizca varlik sonucu degil, ayn1 zamanda elastikiyet
fonksiyonu araciligiyla nicel sonuglar iireten etkin bir ara¢ oldugunu gostermektedir.

3.1. Beal denklemi ile yapisal baglanti
Bu béliimde Beal varsayiminin merkezinde yer alan
A* 4+ BY = k™
denklemi, Onceki bolimlerde tanimlanan elastikiyet fonksiyonu ¢ercevesinde
yorumlanmaktadir. Amag, bu denkleme iligkin bilinen ortak asal bélen kosulunu ispatlamak degil; bu
kosulun neden yapisal olarak dogal bir gereklilik oldugunu agiklamaktir.

Teorem 3.1 ve Tamim 2.5.4 geregi, k™ ifadesi, ¢arpansal bakimdan son derece kati bir yapi
sergilemesine ragmen, toplamsal bakimdan giderek artan bir elastikiyete sahiptir. Bu elastikiyet,
yalnizca k’nin asal ¢arpanlari tarafindan belirlenir ve n biiylidiikce nicel olarak artar. Buna karsilik,
A*ve BY terimleri, 6zellikle x, vy > 2 durumunda, tabanlarinin asal garpanlarini yiiksek mertebelerde
igerir. Eger A ve B aralarinda asal ise, bu iki terimin asal ¢arpan kiimeleri biiylik 6lgiide ayrik olur. Bu
durumda A* + B?Y toplaminin, asal ¢arpan yapist tekil olan k™ bigiminde bir iistel ifadeye esitlenmesi,
ciddi bir yapisal uyum gerektirir.

Elastikiyet fonksiyonu bu noktada agiklayici bir rol iistlenir: Sol tarafin toplamsal temsilleri, sag
tarafin carpansal kisitlari ile uyumlu hale gelebilmek i¢in, tabanlar arasinda en az bir ortak asal bolenin
bulunmasini dogal olarak giindeme getirir. Beal varsayiminda 6ne siiriilen ortak asal bolen kosulu, bu
anlamda rastlantisal degil; denklemin carpansal katilig1 ile toplamsal elastikiyeti arasindaki dengenin
bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bu yorum, Beal varsayimina yonelik bir ispat teskil etmemekle birlikte, varsayimin neden say1
teorisi agisindan dogal ve derin bir problem oldugunu agiklayan yapisal bir bakis agis1 sunmaktadir.

4. Sonug ve degerlendirme

Bu calismada, pozitif tamsayilarin aritmetik diziler aracilifiyla ifade edilebilirligi temel
alinarak, iistel ifadeler igeren diofantin denklemlerin yapisal dzellikleri incelenmistir. Ozellikle say1larin
elastikiyeti kavrami yardimiyla, her k™ pozitif tamsayisinin birden fazla toplamsal temsile sahip oldugu
ve bu temsillerin aritmetik dizi yapisi i¢inde dogal olarak ortaya ¢iktigi1 gosterilmistir. Elde edilen ana
sonuglar, Beal varsayiminin merkezinde yer alan A* + BY = k" denklemini dogrudan ispatlamay1
hedeflememekle birlikte, bu tiir denklemlerde ortak bolen kosulunun neden yapisal bir zorunluluk olarak
belirdigine dair giglii bir sezgisel ¢ergeve sunmaktadir. Sag tarafta yer alan k" ifadesinin elastik
toplamsal yapisi ile sol taraftaki A* ve BY terimlerinin garpansal 6zellikleri arasindaki uyum, ortak asal
bolen gerekliligini aritmetik diziler perspektifinden anlasilir kilmaktadir. Bu baglamda sunulan
yaklagim, Beal varsayimi ve Fermat’in son teoremi gibi klasik problemlere alternatif bir bakis agisi
kazandirmakta; 6zellikle diisiik iis durumlarinin diglanmasinin ardindaki aritmetik gerekgeleri daha
goriinlir hale getirmektedir. Calismanin bir diger katkisi, standart literatiirde yer almayan ancak
aciklayict gilicii yiiksek olan elastikiyet kavramimin, dikkatli ve smirli bir cercevede nasil
kullanilabilecegini gostermesidir. Gelecek calismalar agisindan, elastikiyet kavraminin yalnizca
aritmetik dizilerle sinirli kalmayip geometrik diziler veya daha genel toplamsal yapilar baglaminda da
ele alinmas1 miimkiindiir. Ayrica, bu yaklasimin belirli 6zel diofantin denklemler {izerinde daha keskin
sonuglar verip veremeyecegi, agik bir arastirma problemi olarak degerlendirilebilir. Sonug olarak, bu
makale yeni bir ispat iddias1 ortaya koymaktan ziyade, klasik say1 teorisi problemlerini daha seffaf ve
sezgisel bir ¢cergevede yeniden yorumlamay1 amaglamakta ve bu dogrultuda aritmetik dizilerin sundugu
yapisal olanaklara dikkat cekmektedir.

5. Acik problemler ve gelecek ¢calismalar

Bu ¢alismada gelistirilen elastikiyet kavrami ve aritmetik dizi temsilleri, dogal olarak bazi yeni
arastirma sorularimi ve agik problemleri giindeme getirmektedir. Bu béliimde s6z konusu problemler
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yalnizca listelenmekle kalmayip, bazilar1 kismen analiz edilmekte ve hangi yonlerden ilerletilebilecegi
tartisilmaktadir.

Acik problem 5.1. Elastikiyet kavrami geometrik diziler igin anlamli bir bi¢imde
genellestirilebilir mi?

Bu calismada elastikiyet, aritmetik dizilerin lineer yapisina dayanmaktadir. Geometrik dizilerde
terimler carpimsal olarak biiylidiigiinden, klasik toplam formiilleri daha kat1 davranir. Ancak sinirh
uzunlukta geometrik dizilerin toplamlarinin asal ¢carpan yapisi incelendiginde, belirli durumlarda benzer
bir "¢arpimsal elastikiyet" kavramimin tanimlanabilecegi goriilmektedir. Ozellikle ortak orani asal olan
geometrik diziler i¢in bu yonde kismi sonuglar elde edilebilir. Bu problem, Apostol’un ¢arpimsal
fonksiyonlar teorisi ile iligkilidir [3].

Acik problem 5.2. Bir k" sayisinin sahip olabilecegi elastik temsil sayisi, k ve n cinsinden
iistten smirlandirilabilir mi?

Bu problem, Teorem 3.1’in nicel bir giiglendirmesi olarak gériilebilir. ik gdzlemler, k sabit
tutuldugunda n biiyilidiikce elastik temsil sayisinin arttigin1 gostermektedir. Ancak bu artigin polinomik
mi yoksa {istel mi oldugu acik degildir. Aritmetik dizilerin toplam formdilii kullanilarak, terim sayisi m
icin kaba bir iist sinir elde edilebilir. Bu, Ireland ve Rosen’da ele alinan boliinebilme argiimanlari ile
birlikte ele alindiginda, kismi bir sinirlama saglanabilmektedir [4].

Acik problem 5.3. Ortak asal bolen kosulu, elastikiyet kavrami kullanilarak nicel bir 6lgiite
doniistiiriilebilir mi?

Beal varsayiminda ortak asal bolen kosulu nitel bir ifade olarak yer almaktadir. Ancak
elastikiyet yardimiyla, A* + BY toplaminin sahip olabilecegi aritmetik dizi temsillerinin say1si ile ortak
asal bolenlerin varlig1 arasinda nicel bir iligski kurulup kurulamayacagi agik bir problemdir. Bu yonde
yapilacak bir calisma, Beal varsayiminin yalnizca dogru olup olmadigini degil, neden dogru olmasi
gerektigini agiklayan yapisal bir 6l¢iit sunabilir [5].

Sonug olarak, bu bélimde sunulan agik problemler, ¢aligmada gelistirilen kavramlarin heniiz
baslangic asamasinda oldugunu gostermektedir. Ozellikle Agik Problem 5.2 ve 5.3’iin kismen
coziilebilmesi, Beal varsayiminin aritmetik dogasina iliskin daha derin bir anlayis saglayacaktir. Bu
yoniiyle mevcut ¢aligma, kapali bir sonugtan ziyade, yeni arastirma yollar1 agmay1 amaglayan bir
baslangic olarak degerlendirilmelidir [3,4,5].
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