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OZET

Bu calisma, matematigin uygulamali alanlarindan biri olan operator teorisi alaninda énemli gorsel
ve numerik bilgiler iceren Ibragimov-Gadjiev tipi bir operatoriin yaklasim 6zelliklerinin incelendigi
bir ¢alismadir. Yaklasim kurami; ¢aligmasi zor ve karmasik fonksiyonlara 6zellikleri bilinen daha
basit ve ¢aligilabilir fonksiyonlarla yaklasmay1 temel alir. Bu anlamda bir¢ok operator tanimlanmis
ve matematigin degisik alanlarinda ve giinliikk hayatin problemlerini ¢6zmede kendine yer
bulmustur. Ornegin Bernstein operatorleri kan basincina iliskin bir simiilasyon olusturmak icin
kullanilmigtir. Tiirev 6zelliklerinin kullanilmas1 gereken klasik Ibragimov-Gadjiev operatorinin
aksine siirekli fonksiyonlarin ve toplam formiiliiniin 6zellikleri kullanilarak operatére iliskin 6nemli
ozellikler elde edilmistir. Tanimlanan operator, gilinliik hayata iliskin uygulamali ¢aligsmalar yapan
arastirmacilarin, kullanabilecegi bir arag¢ niteligindedir.

Literaturde C[0,A] iizerinde tanimlanan fonksiyonlara yaklasim igin kullanilan bu operatdr siniri
degiskene bagli hale getirilerek test fonksiyonlar1 i¢in uygun Ozellikleri saglayacak sekilde
genellestirilmistir. Daha sonra uzaydaki her fonksiyonun diizgiin yakinsakligini elde edebilmek i¢in
gerekli olan Ozellikler saglatilarak operator i¢in bir ¢ekirdek fonksiyon belirlenmistir. Daha sonra
stireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizi hesaplanmistir. Grafik ve tablolarla elde edilen sonuclar
uygulamali olarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ibragimov-Gadjiev Operatorleri, Streklilik Moduli, Yaklasim Hiz.

ABSTRACT

This work is a study examining the approximation properties of an Ibragimov-Gadjiev type
operator, which contains important visual and numerical information in the field of operator theory,
which is one of the applied areas of mathematics. Approximation theory; it is based on approaching
difficult and complex functions with simpler and workable functions whose properties are known.
In this sense, many operators have been defined and found a place in different fields of mathematics
and in solving the problems of daily life. For example, Bernstein operators are used to create a
simulation of blood pressure. Contrary to the classical Ibragimov-Gadjiev operator, where
derivative properties should be used, important properties of the operator are obtained by using the
properties of the continuous functions and the sum formula. The described operator is a tool that
researchers can use for applied studies on daily life.

This operator, which is used to approximate the functions defined on C[0,A] in the literature; It has
been generalized to provide suitable properties for test functions by making the bounded depends on
the variable. Then, a kernel function for the operator is determined by providing the necessary
properties to obtain the smooth convergence of each function in the space.Then, the speed of
approach was calculated with the help of the modulus of continuity.The results obtained with
graphics and tables are given in practice.

Keywords: Ibragimov-Gadjiev Operators, Modulus of Continuity, Rate of Convergence.
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1. GIRIS

1885 yilinda, yaklasim kuraminin temeli sayilan aragtirmalardan biri olan Weierstrass’ i yaptigi
caligmada, sonlu bir aralikta tanimli siirekli her fonksiyona, o aralikta yakinsayan bir polinomun
varhig kanitlanmistir.(Weierstrass 1885). Daha sonra Bohman [0,1] araliginda, toplam formiilii
araciligtyla tanimli dogrusal pozitif operatorlerin yaklasim durumunu arastirmistir. Korovkin
operatoriin basit ti¢ fonksiyon i¢in kosullar1 saglamasi durumunda uzaydaki tim fonksiyonlar igin
de yakinsamanin saglanacagini gostermistir (Korovkin 1953).

Bu 6nemli kanittan sonra bu teoremin uygulamasi olabilecek operator arayiglar: baslamis ve birgok
arastirmact birbirinden farkli ya da birkag operatoriin birlestirilmesi ile yeni yeni operatorler
gelistirerek teoriyi hizla ileri tasimislardir. Bu operatorlere birkag o6rnek su sekilde verilebilir:
(Bernstein 1915). de yaklagim kuraminin temel operatdriinii; .Weierstrass’ in teoremini saglayan bir
operator olarak tanimlamistir. (Barbosu 2000) de Bernstein operatorlerinin iki degiskenli bir
genellemesini tanimlamistir. Bernstein operatdriiniin baska operatdrle birlestirilmesiyle insaa edilen
operatorlere Ornek olarak (Biiyiikyazici and Ibikli 2006).da yapilan Bernstein-Chlodowsky
operatorlerinin ¢alisildigr makale ile (Bilgin and Eren 2021) nin iki degiskenli Bernstein Stancu
operatorlerinin bir modifikasyonunu inceledikleri makale verilebilir.

Giinliik hayattaki ihtiyag dogrultusunda gelisen alanlardan olan yaklagim kurami giin gectikge
kullanim1 artan matematik alanlarindandir. Miihendislik alaninda kullanilan dinamik sistemlere
iliskin problemlerin ¢oziimiinde, yapilarin depreme karsi dayanikliliklarinin 6lgiilmesi ve havacilik
sektorii basta olmak iizere bir¢ok endiistriyel alandaki modellemeler icin yaklasim kuramindan
yararlanilmigtir.

g-analiz alanindaki calismalarin etkisiyle literatiirdeki bir¢ok operatoriin q versiyonu calisilmaya
baslanmistir. (Agratini 2010) da Stancu operatorlerinin q genellemesi ve yaklagim o6zellikleri
verilmistir. (Bilgin and Cetinkaya 2018) da U¢ boyutlu g-Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin
yaklasim ozellikleri grafiklerde kullanilarak incelenmistir. (Herdem and Buyukyazici 2020) de ise
agirlikli uzaylarda g-lbragimov-Gadjiev operatorinin temel 6zellikleri ¢alisiimistir.

Literaturdeki onemli operatorlerden biri olan Ibragimov-Gadjiev operatorii de arastirmacilarin
ilgisini cekmeye devam eden operatorlerin basinda gelir. 11k olarak (Ibragimov and Gadjiev 1970)
de tanimlanan operatore iliskin, 6zellikle Gadjiev in iilkemizde yetistirdigi doktora dgrencileri bagta
olmak (zere bir¢ok 6nemli ¢alisma yapilmistir: (Ispir et al, 2008), (Gonul and Coskun, 2012),
(Ghorbanalizadeh 2012), (Gonul Bilgin and Ozgur, 2019) vb. Simdi giiniimiize kadar yapilmis
caligmalardan bazilarina kisaca deginelim. (Dogru, 1997) da operatorin Kklasik halinin genellemesi
yapilarak yaklasim ozellikleri incelenmistir. (Coskun 2011) de operatoriin agirlikli uzaylardaki
yaklagim durumuyla ilgili bir probleme ¢6ztim aranmistir. (Gonul and Coskun, 2013) da operat6rin
[0,A] araligin da bir modifikasyonu tanimlanmis, (Acar 2017) ve (Deniz and Aral 2015). de ise
operatoriin Durmeyer genellestirmeleri ¢alisilmistir. Ayrica, (Gonul Bilgin and Coskun 2018) da
literatiirde ki baz1 modifikasyonlarin karsilagtirmas1 yapilmistir.

Calismanin konu dizayn1 su sekilde verilebilir. Ilk olarak degisken sinirli bir aralik iizerinde
kurdugumuz yaklagim 6zelliklerini inceleyeceg§imiz operatér tanimlandi. Operatoriin basit
fonksiyonlar i¢in sagladigi esitlikler kanitlandi. Korovkin tipi teoremi sagladigi gosterildikten sonra
operatore iligkin yaklagim hizi hesab1 ve operatoriin agirlikli uzaydaki hali incelendi. Calismaya
iliskin uygulama kismi1 ve sonuglar boliimii ile caligma tamamlanda.

2. MATERYAL VE YONTEM

Tanim 2.1

On

o, Ve ¢, :%i_r)rologbnzoo , lim 2 = 0 ve lim

n—oo Pn n0o n+T+2 n = 1 kosullarini saglayan gergel say1 dizileri

olsun.
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P, ¢(x) ise 6 ve n parametrelerine bagli asagidaki kosullari saglayan fonksiyon olsun.
1-)Hern =1,2,3,... her8 =0,1,2, ... ve her sonlu x € [O, Z—::;] olmak lzere
(—1)PP,g(x) = 0’ dir.
n+1j . .
2-)Herx € [0, E] icin
_ [
S0 Pro (1) S22 = 1
esitligi gecerlidir.
n+1j . .
3-)Herx € [0, E] icin
Pn,G (x) = _nxPn+z,9—1(x)

esitligi saglanacak ve n + z bir dogal say1 olacak bi¢cimde bir z say1s1 vardir.

Bu bilgiler yardimiyla
_ o 0+n+1 (- Un)e
Gn(f,x) = ;f(W) 7,6 (%) (2.1)

operatdrii tanimlanir.

Lemma 2.1
(2.1) ile verilen operator i¢in asagidaki esitlikler saglanir.
) G,(1,x) = 1,
no,x 4 n+1
Pn+n+2 ¢,+n+2’

a,.’n(n + z) no,(2n + 3) (n+ 1)? n+1
x? x + +
(pp +n +2)? (¢, +n +2)2 (pp +n+2)2 (¢, +n+2)?

i) G, (t,x) =

iii) G, (t%,x) =

Kanit:
Gn(1,x) = 1 oldugu tanimdan agiktir.

i) Go(6,) =§(—9+"+1) ooy 2
2]

- Z(#)%(@%+Z(%Z—Tﬂ) Pao) C2X

- 3 e e G S (A
) e G L

= (#)me( e 0"))9 b [0+ D@+2) € N)
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_ nopx 4 n+1
Cpptn+2 Pptn+2

bulunur. Son olarak; t? ye operatdr uygulanirsa

_ = 0+n+1\° —On o
iii) Gp(t?,x) = Z(ﬁ) Pn,@(x)( g,)
g=0 " .

) o (02 4+20(n+1) + (n + 1)? (- n)9
_;)< (P, + 1+ 2)? > Ppg(x)
— hod 9 ® 20(n+1) (— n)G
_;,<(¢n+n+2)> Prs() g +;(m> Pro(X)

N (n+1)2 (- O-n)G
+ Z(( +n+2)2> Prg(x)

6=0

S (061 (=0n)° 1

;((¢n+n+z)2) Prs ()1 + oz 6

00 2(n+ 1) (— n)9 © (n+ 1)2 (—an)9
+92=1<(¢n+n+2)2> Fro(x ) —1)! Z<W>Pn.e(x)T
S (- an)9‘2 1.
) eZz<(¢n+”+2)2> Fno @) g F a2 )

o 2(n+ 1)(—nx) (—a,)° (n + 1)
+;<(¢n+ +2)2> P a1t Gt n+ 202
_ N op“n(n + z)x (- O-n)G 2
= ezzz<(¢n+n+2)2> n+2z,60— 2( ) (0 2)| +¢n-|—n-|-26n(t’x)

o 2(n+ Do,nx (—0,)01 (n +1)?
+Z<m) Pueso () 5T G T 3

esitlikleri yazilabilir. Burada (8 = 6 + 1), (6 = 6 + 2) doniisiimleri ve n+z ,n + 2z € N oldugu
dikkate alinirsa,

d 0
Ga(%,%) = Z(""Z"("”)x) Po oy G0
6=0

(¢, + n + 2)? 6! ¢n+n+2

i A\
N Z (2(11 + 1)ann3;> Po () ( g?) N (n+ 1)?
=0

(Ppp +n+2) (¢, + n + 2)?
_op’n(n + z)x? no,x n+1 2(n+ 1)o,nx (n+1)?
T Gntnt2)? G AtnT2E (Gntnt2)?  @ntntE (P tnt2)?
_op’n(n+z) no,(2n + 3) (n+ 1)? n+1

Gt Tt TG tnt D G rnt )

esitlikleri elde edilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.
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Teorem 2.1

G0 = 3 F (L) p oy 2
4

Op+n+2

operatérii ve her f € [0 "—“] icin

11m||G (f,x) — f(x)“ 1) =0

esitligi saglanir.
Kanit:

Operatoriin tanimi ve Korovkin teoremi dikkate alinarak

lim [|G, (™, ) = F (), orty =0, m=012
2
seklindeki ti¢ kosulun gosterilmesi yeterlidir.
1Ga(1, 20— 1] = [£520 Pas () 25— 1| = 0

esitligi gegerli oldugundan kolayca
lim [| G (1, 2) = 1”c[o,§—1;] =0
bulunur. Diger taraftan

|5n(t,x)—x| = |x( daidd —1)|+

Pn+n+2

n+1 |
Pntn+2

esitligi ve x € [o, 21 im

" nsoo ¢n+n

n =1 oldugu kullanilarak

_ n+1 nop | n+1 |
Tax |G (t x) xl - |n+2 Pntn+2 Pn+n+2
'n+2
bulunur. Her iki tarafin limiti alinirsa
lim |G, (t,x) — x < lim |==| lim — 1| |—Oolaca indan
n—>00|| n( ) ”C[O,Z—E] T nooo Int2l nooo ¢n+n+2 n—>oo ¢n+n+2 g

Tlll_{’r.}o ||5n (t,x) — x”c[o,Z—:] = 0 gosterilmis olur.

Son olarak

rlli_{I.}O”‘Gyn(tz,x) —X2”C[0n+1] 0

oldugu kanitlanirsa ispat biter.

- o, ’n(n+ 3z no,(2n + 3)x
|Gn(t2,x)—x2|= x2< n ( )_ > n( )

(pp +n+2)? (P +n+ 2)?
n+1 (n+1)2

+ +
(P +n+2)2 (P, +n+2)2
oldugundan

n+ 1\*| o,2n(n + z) no,(2n+3) |n+1
max |G, (t?, x)—x2|_( ) 5= >
E[On+2] n+2/) (¢, +n+2) (pp+n+2)4|In+2
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(n+1)?
(P +n+2)?
esitsizligi yazilabilir. Burada,
fm S B L ot L s
n-w (¢, +n+2)2  now (¢, +n+ 2)2 n-w (¢, + 1+ 2)2
ve
- no,2n+3) m+1 (n+1)?
lim ( ) = (Qve - 7
n-o (¢, +n+2)2\n+2 n—>00(¢n+n+2)2

esitlikleri gecerli oldugundan

. ~ n+1\2 [ on2n(n+z) no,(2n+3) (n+1
1{1_r)£10||6n(t2,x) _lelc[o,ﬁl] < lim ( ) (—— 1) + lim —( )+

n-oo \n+2 (Ppnt+n+2)2 nooo (Pp+n+2)2 \n+2
(n+1)2
n-oo (Pp+n+2)>2

esitsizligine ulagilir.

lim (n + 1)2 < . n(n + z) B 1) _o

n-oo\n+ 2/ \ (¢, +n+ 2)?
esitligi kullanilarak
1lli_{rgo||Gn(t2,x) — x2||c[olz_:;] =0

esitsizligi gosterilmis olur. O halde Korovkin teoremi geregi her f € [O, Z—i;] icin

lim [| G (f, ) = f (0| niy =0

clo;
bulunur.

Ornek 2.1

Pog(x) = (—1)%(nx)%e9n 1 ve 3 dzelliklerini saglar.
Gergekten

1) Hern=1,23,..., 6=0,1,2,... ve x € |0, 2| igin

e™™ > 0 oldugundan (—1)%K, 4(x) = (nx)?e "% > 0 olur.

2-)Herx € [O, n—ﬂ] icin operator tanimindan

550 Ko (1) S22 = 55 (—1)° (nx)%eon L2 = g

3-) Knolx) = —nxKn+m,9_1(x) ve n+ z bir dogal say1 olacak sekilde bir z sayis1 bulunmalidir.
(=1)? ()P e~ = —nx(—1)0~1((n + 2)x)0~Le~ +D)xon+s

esitliginden z = 0 esitligi saglayan bir koktiir.

Teorem 2.2

f € [0, Z—:] ve yeterince biylk n ve (a,,), (¢,,)’den bagimsiz bir C sabiti igin
GaCF.2) = | nes) < Colf6,)
n

www.euroasiajournal.org 79 Volume (9), Issue (20), Year (2022)



Euroasia Journal of Mathematics, Engineering, Natural & Medical Sciences (’
International Indexed and Refereed ’
ISSN 2667-6702

esitsizligi gegerlidir.
Kanit:
Operator igin

0+n+1 (— n)"

G- sl (G rz) @
6=0

esitsizligi gegerlidir.

nG(x)

(2.2)

. - v g e " . . 0+n+1
Stireklilik modiiltniin temel 6zelliklerinde t = ——
Pn+n+2

|f(9+n+1) f(x)| < w(f,5,) <1 + ¢:rr:r+12 |>

olarak secilirse her &,, > 0 igin

Pptn+2
esitsizligi yazilabilir.

Oerat6rin dogrusalligi ve pozitifligi kullanilarak son esitsizlik (2.2)de yerine yazilirsa

o 0+n+1 —x| (—o?
1Gulf 0 = FO] < Y (8| 1422 EEE g ) =
6=0 n
0+n+1 (—0,)°
- w(f 611){ Z m X Kn‘g(x) o1 + 1}

esitligi elde edilir.
Cauchy Schwarz esitsizliginden kolayca

¢n+n+2

1/
~ 1 . f+n+1 (- n)
[AEORNIGIERTGES {g[zezo M ] K00 S 4 1}
esitsizligine ulagilir. Diger taraftan
0+n+1 2_ 0+n+1\2 0+n+1 2
(¢n+n+2 - x) - (¢n+n+2) —2x (d)n+n+2) t+x

esitligi gegerli oldugundan

|Gn(frx) —f(x)| a)(f 5n) { (an n(n+m) (n+1)2 n nop,(2n+3) n_+1+ n+1

(Ppn+n+2)2 \n+2 (Ppn+n+2)2 n+2 (Ppn+n+2)2
1
(n+1)? n+1 nop, n+1 n+1 n+1\2\ /2
(Ppn+n+2)2 —2 (n+2) (¢n+n+2 n+2 + dntn+2 ) + (n+2) ) +1

esitsizligi yazilabilir. Burada yeterince biiyiik n ler igin

noy, 2 Op, 1 1
¢p+n+2 pp+n+2 n+2¢,+n+2
secimiyle

162 F, ) = FCOll g neyy < Cof 623

esitsizligi gosterilmis olur.
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3. BULGULAR
Bu boliimde operatoriin agirlikli uzaydaki durumu incelenecektir.

Ibragimov- Gadjiev- operatériininCX [0, co[ uzayindaki genellestirmesi x € [0, o[ ve f € CX[0, oo
alinarak

3 o[04+l (—a)?
Gl ) = ;f (G mz) Kne

biciminde olur.

Uyar1 3.1 C¥[0, oo[ uzayinda Gadjiev-Ibragimov operatériiniin genellestirmesi icin Lemma 2.1 deki
esitlikler gecerlidir:

Lemma 3.1:
x € [0, 00[ olsun. Gy,; C,[0, o[ " dan B, [0, co['ya bir doniisiim tanimlar.
Kanit:

||5n(f , x)||p < M, oldugunun gosterilmesi yeterlidir. p(x)=1+x? olarak almirsa

- _ o.’n(n + 2) no,(2n + 3) (n+ 1)?

Gn(p,x) = Gy(1 +t2,x) = +— 24— +

nlp ) = G+ ) =4 e T v 2 T G vt 2
n+1

+—

(pp +n+2)2

bulunur.

Cp[0,00[ uzaymmn norm tanim ve (0y), (¢,) dizilerinin ozellikleri dikkate alinarak M, :=8
secimiyle istenen gosterilmis olur.

Teorem3.1: p(x)=1+x2 ve Gn:Cp — B, dogrusal pozitif operator dizisi yukarida tanimlandig:
sekilde olmak iizere r=0,1,2 i¢in

_ sup - .
lim n+ 116Gt x) —x"| =0
I BTy

kosullar1 saglanmakta olup bu durumda her f € C[,‘ icin
S

_ up 3
lim n+11|G(f,x)—fx)|=0
R O’n+ 2

esitligi gecerlidir.

Kanit; Operatoriin tanimi, Lemma 2.1 ve supremum 6zellikleri kullanilarak kolayca elde edilir.

Ornek 3.1

Asagida f(x) = sin(2x + 1) .e@**D (mavi) fonksiyonuna G, (f, x) operatorii ile yaklasima iliskin
grafik verilmistir. Burada (o,) =1, (¢,,) = n almarak kirmiziyla G,(f,x), yesille Gs(f,x),
turkuazla G, (f, x), siyahla Gg(f, x),pembeyle G, (f, x) icin ¢izim yapilmistir.
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*

Sekil 3.1 G,,(f, x) operatdrilyle f(x) = sin(2x + 1) .e®**D ¢ yaklasim

Ornek 3.2
Asagida f(x) = (2x7+1) fonksiyonuna G,(f,x) operatérii ile yaklasimm hizina iliskin tablo
verilmistir.
Table 4.1. The error bound of function f(x) = (Zx;l) for (c,) =1and (d,) =n
n Error estimate of f(x) = (Z’;—”) with G, (f, x)
0.8412370450
10?2 0.7283949810
103 0.7157125020
10* 0.7144285535
10° 0.7142999995
10° 0.7142871430
107 0.7142858570
108 0.7142857285
10° 0.7142857155

SONUCLAR

Tanimlanan bu modifiye operatdrde tiirev Ozelliklerine ihtiya¢ duyulmadigindan yaklagim
ozellikleri kolayca elde edilmis olup grafikler ve niimerik hesapla bulgular desteklenmistir. Giinliik
hayattaki problemleri ¢6zlimii i¢in yararli ve kullanish bir operator oldugu diisiiniilmektedir.
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