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OZET

Bu ¢alismada, sonlu nokta gruplar1 olan ve sirasiyla tetragonal ve trigonal kristal sistemlere ait olan
D,; ve (3; nokta gruplari smif toplami yaklasimi altinda ele alinmistir. Bu nokta gruplarim
degismez birakan simetri elemanlar ile simetri gruplar1 olusturulmus ve ilgili gruplara ait Cayley
tablolar1 elde edilmistir. Bu tablolar kullanilarak elemanlarin eslenikleri ile grubun siniflart
olusturulmustur. Smifi olusturan elemanlarin toplamiyla elde edilen her bir simif toplami igin
sekuler denklemler yazilmistir. Bu sekiiler denklemler ¢oziilerek karakter vektorleri elde edilmistir.
Boylece simif toplami yaklasimi altinda ele alinan her iki nokta grubu i¢in hesaplanan karakterler ile
karakter tablolar1 yeniden olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Cayley Tablosu, Nokta Grubu, Sinif Cebiri, Simetri Elemanlar1

ABSTRACT

In this study, the point groups D,,; and C5; which belong to tetragonal and trigonal crystal systems,
respectively, are handled under the class sum approach. Symmetry groups were formed with
symmetry elements that left these point groups unchanged and Cayley tables of related groups were
obtained. Using these tables, the conjugates of the elements and the classes of the group were
formed. Secular equations are written for each class sum obtained by the sum of the elements that
make up the class. By solving these secular equations, the character vectors are obtained. Thus, the
character tables were reconstructed with the calculated characters for both point groups under the
class sum approach.
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1. GIRIS

Simetri kurami olarak da bilinen grup kurami, soyut cebirdeki grup kavramimi inceleyen
matematigin bir calisma alanidir. Doga bilimlerinden gorsel sanatlara kadar bir¢ok alanda etkili
olan bu kurama dair ¢alismalar yaklasik olarak 18. yiizyilda baslamis ve glinimizde de devam
etmektedir. Grup kuramina Euler, Cayley, Gauss, Lagrange ve Ruffini gibi bircok matematikgi
caligmalariyla katkida bulunmustur. Ancak bu kurama asil yon veren, 6ne siirdiigii teoremle simetri
alaninda devrim yaratan gen¢ matematikci Evariste Galois'dir (Stewart, 2007). Literatiire Galois
teoremi olarak gecen bu teoreme goére besinci dereceden denklemleri ¢ozmenin imkansiz olusu
denklemin simetrisinden kaynaklanmaktadir. Bu simetriler Galois testini gegerlerse o zaman
denklem cebirsel bir formalle ¢ozulebilir. Ancak simetriler Galois testini gecemezlerse bu durumda
¢Ozum yoktur.

Simetri, biitlinii olusturan parcalarin diizenli tekraridir. Bir cisme bir doniisiim uygulandiktan sonra
cisim ayni goriiniiyorsa yapilan bu doniisiim simetri doniisiimiidiir (Feynman, Leighton, Sands,
2016). Diger bir deyisle simetri sisteme yapilan degisikliklere kayitsiz kalma olayidir. Simetri


https://orcid.org/0000-0001-5788-516X
https://orcid.org/0000-0003-1266-304X
https://orcid.org/0000-0001-5788-516X
https://orcid.org/0000-0003-1266-304X

&s

islemi belli simetri elemanlar1 kullanilarak gergeklesir ve bir noktaya, bir diizleme ya da bir eksene
gore yapilir. Yedi kristal sistemden (kristal singoni) elde edilen 14 Bravais 6rgustne 6teleme harig
diger simetri islemleri uygulandiginda 32 tane nokta grubu elde edilir. Elde edilen bu 32 nokta
gruplarinin hangi kristal sistemlere ait oldugu ve gosterimleri daha 6nceki galismalarda mevcuttur
(Bradley, Cracknell, 1972). Nokta gruplarin belirlenmesi incelenen molekiill veya kristalin
siniflandirilmasi i¢in onemlidir. Ciinkii ayn1 simetri elemanlarina sahip kristallerin nokta gruplari
aynidir. Bu durumda ayni simetri elemanlarina sahip kristal veya molekdllerin incelenmesinde daha
once belirlenen nokta grubu biiyiik kolaylik saglar.

Bir kiimenin grup olabilmesi icin belirli kosullart saglamasi gerekir. Grup aksiyomlar1 olarak
bilinen bu kosullar; kapalilik aksiyomu, birim eleman aksiyomu, ters eleman aksiyomu ve birlesme
aksiyomudur. Bu aksiyomlar altinda grubun oncelikle simetri elemanlar1 olusturulur. Bu simetri
elemanlar1 sistemi degismez birakan simetri operasyonlardir.

Ele alinan herhangi bir nokta grubunun elemanlarin eslenigi ile gruba ait siniflar olusturulur.
G = {91, 92, .-, gn} bir grup ise G’nin smflart,

gi*9;*9i " = g 1)
bagintisiyla elde edilen eslenik elemanlardan olusur. Burada, i = 1,2,...,n, j=1,2,...,n Ve n,
G’nin derecesi veya eleman sayisidir. gy ise g;’nin eslenikleridir ve G’nin smiflarin1 olusturur.
Burada k = 1, 2, ..., m ve m olusturulan siniftaki elemanlarin sayisidir. Sinifi olusturan elemanlarin

derecesi ayni olmak zorundadir ancak derecesi ayni olan tiim elemanlar aynmi sinifta bulunmak
zorunda degildir (Dresselhaus, 2002).

2. SINIF TOPLAMLARI ve SINIF TOPLAMLARININ CARPIMI

Nokta grubuna ait karakter tablolarinin elde edilmesinde kullanilan teori genellikle temsil teorisidir.
Ancak grubun sinif ve sinif toplamlari yardimiyla da bu tablolar elde edilebilmektedir. Bu yontemle
daha 6nce O ve D, (Killingback, 1973) ve Cs,, (Duffey, 1992) nokta gruplar1 ¢alisilmis ve bu nokta
gruplarina ait karakter tablolar1 karakter vektorlerin elde edilmesiyle olusturulmustur.

Her grupta elde edilen ilk sinif toplam1 daima birim elemanla elde edilen sinif toplamidir.

t1=E (2
j. smif i¢in smif toplami; 4, B, C, ... grubun elemanlar1 olmak {izere,
ti=A+B+C+ - (3)

seklindedir. j. siif toplamimn tersi ise £; olarak gosterilir:
G=A""+B 1 4+C 4 (4)

Herhangi iki sinif toplaminin ¢arpimi, siif elemanlarinin bireysel ¢arpimlarinin toplami olarak ele
almir. Iki sinif toplaminin ¢arpima,

Gl = Xi i (= Cirali + Cralz + - (5)

(Duffey, G.H., 1992). Burada c;x,; katsayisi, ¢; simf toplamu ile £ simf toplamiin garpim tablosu

boyunca ¢;'nin dagilimini verir. Ele alinan herhangi bir sinif toplami igin 6zdeger-0zvektor
denklemi,

olarak yazilabilir. Es (6)’daki 4; j. smf toplamu i¢in elde edilen 6zdeger ve &, A; 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektordiir. € 6zvektori, sinif toplamlarinin tersi yardimiyla,

E =2k Vil (7)
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olarak yazilabilir. Burada y;’lar 6zvektoriin bilesenlerdir. Es (7), Es (6)’da yazilip smf
toplamlarinin ¢arpim ifadesi kullanilirsa, Es (8) elde edilir:

Zk(cjkz - ljakl)yk =0 (8)

Katsayilar determinant1 sifira esit olmadik¢a tiim y, degerleri sifira esit olur. Bundan dolay1
katsayilar determinanti sifira esit olmasi gerekir (Duffey, G.H., 1992):

C]ll /1] C]El C]Tll
c 12 C'iz - /1 C]le
j j22 =4 -0 (9)
Ciin Ci2n . Cian — Aj

Sekiiler denklem olarak bilinen Es (9) ¢oziildiigiinde A; 6zdegerleri elde edilir. Buradan elde edilen
A;j degerleri Es. (8)'de yerine yazilarak y; degerleri hesaplanir. £; sinif toplami i¢in . 6zdeger AT
ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor y;™ ise,

m=1hiyi Dy =g (10)
olmalidir. Burada h;, i. siifin derecesi ve g ise grubun derecesidir.

3.D,; VE C3; NOKTA GRUPLARI
Sirasiyla tetragonal ve trigonal kristal sistemlere ait olan D,; ile C5; nokta gruplart,

Daa ={E,C2,S4,5:°,C2,C2 00,04} Csi = {E, C5,C5%1,56%, S5}
seklindedir. Bu nokta gruplarina ait Cayley tablolar1 Tablo 1 ve Tablo 2'de verilmistir.

Tablo 1. D,; nokta grubu icin Cayley tablosu

D34 E C; Sa S4° C, C, 04 o4
E E C, S, % c, ¢, ¥ O
C; C; E Sy’ Sa C, C, o4 04
S4 Sy S,3 C; ) o4 0y C, C,
S| S,° S4 E Ca Oa 04 C, G
Czl Czl C2” Oa a4 E C2 S4 S4°

c, | ¢ C, o4 0y C, E S4° Sa
] 04 o4 C, C, S4’ Sa E C;

04 o 04 C, C, Sa S,3 C, E
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Tablo 2. C3; nokta grubu icin Cayley tablosu

Cs; E Cs C5? I Sg° Se
E E Cs Cs2 I Se° Se
Cs Cs C52 E Sg° Se 1
C5> C5> E C Se I Sg®
I I S5 Se E Cs Cs?
S¢° S° Se I Cs Cs2 E
Se Se I Sg° C52 E Cs

Elde edilen bu tablolar kullanilarak nokta gruplarina ait tiim simif toplamlari olusturulmustur.
D,,; nokta grubu i¢in 5 smif toplami elde edilmistir. Bu siniflart olusturan elemanlarin tersi
kendisine esit oldugu i¢in grubun simif toplamlari ile sinif toplamlarinin tersi birbirlerine esittir.
D,4 nokta grubunun sinif toplamlari:

t,=0; =E
t,=0= C,
by ="03=S,+85,°
ba=0;=C, +C,
s =10z= 04+ 0,.

C3; nokta grubu i¢in 6 smif toplami elde edilmistir. Bu grup i¢in smif toplamlar ile sinif
toplamlarinin tersi birbirlerinden farklidir. C3; grubunun smif toplamlar: ve simif toplamlarinin tersi
asagidaki gibidir:

Sinif toplamlari Sinif toplamlari tersi
t1 =E ¢1=E

t, = Cq 05 = C3°

l3 = C5° 05 = Cs

=1 t7=1

ls = Sg° Pz = S,

lg = S e = S5°

Bu gruplarin sinif toplamlarinin ¢arpim taplolar1 Tablo 3 ve Tablo 6 da verilmistir. Olusturulan bu
tablolardan Es. (5)'te verilen ¢z,  katsayilart olusturulmus ve buradan c;;z Kkatsayilari
hesaplanmustir.
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Tablo 3. D,; nokta grubunun siif toplamlarinin ¢arpim tablosu

D24 41 €z t3 t3 t5
2, 1 £ r r r
2, 25 . . . .
25 £ 5 205 + 205 205 207
2, 2 1 205 205 + 205 205
e £z o 205 205 207 + 205

Cijk katsayllart:

/1 0 0 0 0\ /0 1 0 0 0\ /o 01 0 0\
010 0 0 100 0 0 00100
aqr=10 0 1 0 0] =10 0 1 0 0| =2 2 0 0 0]
000 10 00010 0000 2
\00001/ \00001/ \00020/
/0 0 0 1 0\ /0 0 0 0 1\
000 1 0 000 0 1
cEr=10 0 0 0 2| cs;ik=|0 0 0 2 0]
2 20 0 0 00200
\00200/ \22000/

1. Sekiiler Denklem

¢1jk katsayisimin transpozu alinarak olusturulan 1. sekiler denklemden elde edilen tek 6zdeger,
111 =1 dll’

,2,3,4,5,62

-2 0 0 o 0
| o 1-4 0 o0 0
| 0 0 1-4 0 0
0 o0 0 1-2 O
0 0 0 0 1-

Bu 6zdegere karsilik elde edilen kosullar,
Vi=Y2=Y3=Y2a=Ys=Ys=0

seklindedir. Ancak bu sonug alti katli 1; = 1 koki (1 — A;) ¢arpimin sifir yaptigindan Es. (8)'de
verilen y;’ler Gizerinde herhangi bir sart koymaz.

2. Sektler Denklem

Cyjk katsayisimin transpozu almarak olusturulan 2. sekiiler denklemden elde edilen dzdegerler
A2,545, =1 Az, =—1 seklindedir.
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-1, 1 0 0o O V1]

1 -4, 0 0 0 ||y

0 01-1, 0 0 [||ly3|=
0

0 0 0 1-2, [)’4J
Lo 0 o o0 1-2llys

A2, 54, = 1 0zdegere karsilik elde edilen kosullar,
yi=y2 ¥3=0 =0 ys=0

olur. Bu kosullar ve diklik sartlar1 altinda bu 6zdegere karsilik herhangi bir karakter vektorl elde
edilmemistir.

Ay, = —1 Ozdegeri ile elde edilen kogullar ise,

Y1 ="Y2 y5=0  y,=0 y5=0

olarak elde edilmistir. Bu kosullar ve diklik sartlari g6z 6niine alindiginda bu 6zdegere karsilik bir
tane karakter vektori elde edilmistir.

xX®) = (2,-2,0,0,0)

D,,; nokta grubuna ait diger sekiiler denklemler ¢oziilerek hesaplanan Kkarakter vektorlerinin
tamami1 Tablo 4'de verilmistir.

Tablo 4. D,; nokta grubu i¢in elde edilen tiim 6zdeger ve 6zvektorler

Ozdegerler Vie i¢in elde edilen kosullar Karakter vektorleri
1. Sekdler denklem =1 V1=Y2=Y3=Ya=Ys =0 =
2. Sekiiler denklem A, =1 Vi=Y, YV3=Ya=y5=0 -
A =1 V1= =2 YV3=Ya=Y5=0 X®) = (2,-2,0,0,0)
3. Sekiiler denklem A3=0 Vi=—Ys, Y3=Vs=ys=0 xX® =(2,-2,0,0,0)
A3 =2 Vi=Y2=Y3 Ya=DYs xW = (1,1,1,1,1)
x®=01,11,-1,-1
Az = —2 Vi=Y2= V3 Ya=")s x® = (1,1,-11,-1)
x®=01,1,-1,-1,1)
4. Sekiiler denklem =0 Vi=—Y, Y3=Yi=Ys=0 xX® =(2,-2,0,0,0)
Ai=2 Vi=Y2=Ya  Y3=Us xX®=(11,-11-1)
XD =(1,1,1,1,1)
=2 VI=Y2= Y4, ¥3="Vs X®=(11,-1,-11)
xX® =(1,1,1,-1,-1)
5. Sekiiler denklem 25=0 Vi=—Vy, V3=Ys=ys =0 xX® = (2,-2,0,0,0)
A5 =2 Y1=Y2=Ys Y3 = s x®=(1,1,-1-11)
XM =(1,1,1,1,1)
Ay =—2 Y1=Y2="Ys Y3 = "Ya X® =(1,11,-1,-1)
xX®=(11,-11,-1)

D,; nokta grubu icin karakter tablosu elde edilen karakter vektorleri kullanilarak asagidaki sekilde
olusturulmustur.
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Tablo 5. D,; nokta grubuna ait karakter tablosu

D,q4 E C, 28, ZCZ, 20,4
xM 1 1 1 1 1
X® 1 1 1 -1 -1
Xx® 1 1 -1 1 -1
Xx® 1 1 -1 -1 1
x® 2 —9) 0 0 0

D, nokta grubunun igin yapilan islem asamalarinin aynist Cz; nokta grubu igin de yapilmistir.
Ancak bu nokta grubu igin hesaplamalarda kolaylik saglamasi amaciyla 6zdegerler igin,

2t 1 i3 At 1 iV3 2m 1 W3
w=313 = —— 4 — w2=el3 = ——— w*=<313) = —_———
2 2 2 2 2 2
tanimlamalar1 kullanilmistir.
Tablo 6. C3; nokta grubunun sinif toplamlarinin ¢arpim tablosu
Cs; t1 tz t3 tz t5 23
4 1 %) 3 2 s 13
£ 13 11 %) 13 2 s
3 3 3 11 s 13 2
ty 2 s 13 11 1z 13
5 13 2 s 3 1 3
Y5 fz ¥ ¥ 43 f3 1
Cijk katsaylart:
1 0 0 0 0 O 01 0 0 0 O 001 0 0 O
01 0 0 0 0 0 01 0 0O 1 0 0 0 0 O
co—loo1o0oo00| . _|to0o0000| , _|010000
UETlo 00 1 0 0 k=10 0 0 0 1 0 =10 0 0 0 0 1
00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 00 010 O
0 0 0 0 0 1 0 0 01 0 O 00 0 0 1 O
00 01 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 00 01 00
eo=l00oo0o0 01| . _loo0oo010 0 e —l0o0o 0010
k=11 0 0 0 0 0 710 1.0 0 0 0 k=10 0 1 0 0 0
01 0 0 0 O 0 01 0 0 O 1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 O 1 0 0 0 0 O 01 0 0 0 O
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Tablo 7. C3; nokta grubu igin elde edilen tiim 6zdeger ve 6zvektorler

y

Ozdegerler

icin elde edilen kosullar

Karakter vektorleri

)

Yk
1.Sekuler | ;=1 Y=y, =y3=Ys=Y5s=Ys=0 -
denklem
2.Sekiler | A, =1 y,=v,=Vs Va=Ys=7s XD =(1,1,1,1,1,1)
denklem xX®=(111,-1,-1,-1)
Ah=w WY =Y3 WY, =Y1 WY3 =Y, X(2)=(1,w,w2,1,w,w2)
WYy =Y WYs=Ys WYs=1DYs xX® = (1,0 0% -1,-0,—0?)
Ay =w® V1 =Y3 w? Y2 =MW1 w? Y3 =2 x® =(1,0)2;w,1:w2,0))
Wy, =ys 0'ys=y, w'Ys=Ys X©® = (L,0%0,-1,-0?,-w)
3.Sekuler | A3=1 y1=y=y3 Ya=Ys=Ye xX®=(1,1,1,1,1,1)
denklem xX®=(1,11,-1,-1,-1)
A=w WYL =Y, WY, =Y; WY3s=Y X(3)=(1,a)2,w,1,w2,w)
WY, =Ys WYs=Ys WYsc=Ds X® =1,0%0,-1,-0%-w)
A3 = w?  w? Vi =Yz w? Y2=Y3 w? Y3=W xX® = (1,0).0)2, 1, w, wz)
Wy, =ys Wrys=Yys W'ys =y, X® = (1,0 0%, -1,-0,-0?)
4.Sekuler | A, =1 y;=v, V,=Vs  y3=1Ys X0 =(1,1,1111)
denklem la=-1 y,=-y VYo = —Ys VY3 = —Ys x®=,11,-1,-1,-1)
5.Sekiler | As=1 Yy, =y, =y3=Y,=7Ys =7 x®=(1,1,1,111)
denklem | Ag=-1 =y, =y3==Ya=-Ys= Vs X =(111,-1,-1,-1)
Is=w Wy1=Ys WY, =Yy WY3=JYs X® = (1,0 01,0 w?)
WYy =Yz WYs =Y WY =Y
ds=w? W'y =ys 0*y, =y, w’y;=ys xX® =(1,0% 0,1, 0 o)
Wy, =y; 0'ys=y; w0'ye =y,
ds=—0 WYy ==Ys WY, ==Yy; WY3=—Ys X® =1, 002 -1,-0,-0?)
WYy =—Y3 WYs="Y1 WYs="Y2
As=-0® W'y =—ys 0y, = -y, w'y;=—Ys xX©® =(1,0%0,-1, -0 -w)
w2y, =Yz 0 Ys ==y 0'Yys=-Y;
6.Sekiler | Ag=1 Y=y, =Yy3=Y,=7Ys =7 x®=(1,1,1,111)
denklem de==1 y1 =Y, =Y3==Y4=—Ys =V xX®W = 111,-1,-1,-1)
Ae=w WY =Ys WY, =Yg WY3=DYs xX® = 1, 0% w,,1,w*w)
WYr =Y, WYs=Y3 WYs=Y1
Ae = w?  w? V1 =1DYs w? Y2 =Ys w? V3 = Va xX@ = @, w, 0% 1w, wz)
Wy =y, Wys=y; ©0'ys=y
A=—w0 WYy ==Ys WY, =—Y¢ WY3=—Y, x© = 1, 0% 0, -1, —w? —w)
WYy ==Y, WYs=—"Y3 WYs=")1
de==—w? WPy =-—ys 0y, =-ys ©y3=-Y, X =1, w0 -1,-0,-w?)
Wy, ==y, wys=-y; w'ys=

Tablo 8. C3; nokta grubu igin karakter tablosu

Csi E Cs C, 1 s Se
x® 1 1 1 1 1 1
Xx® 1 w w? 1 w w2
x® 1 w? 1) 1 w? w
x® 1 1 1 -1 -1 1
x® 1 w w? -1 —-w —w?
xX® 1 w? 1) -1 —w? —w
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Farkli kristal sistemlere ait olan D,; ve C5; nokta gruplarina ait karakter tablolari alternatif bir
yontem olan sinif toplami yaklasimu ile elde edilmistir. Oncelikle ilgili nokta grubunun siniflar elde
edilmistir. Smifi olusturan elemanlarin toplanmasiyla elde edilen simif toplamlar1 kullanarak simif
toplamlarinin ¢arpim tablosu olusturulmustur. Bu tablolardan sinif toplam tersinin dagilimini veren
Cjr1 katsayilari elde edilmigtir. Bu katsayilardan hesaplanan c;; katsayilari her bir smif toplamina
karsilik gelen sekiler denklemde yerine yazilip ¢ozllerek dzdeger ve 6zvektorler hesaplanmustir.
Hesaplanan 6zvektorler kullanilarak gruplarin karakter tablosu yeniden olusturulmustur.
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